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CHAPITRE 4

Produit scalaire dans le plan

4.1 Expression analytique du produit scalaire

-,

Dans tout ce qui suit, le plan est muni d’un repére orthonormé (O;Z; 7)

4.1.1 Produit scalaire dans un repére orthonormé

Propriété 4.1. Soit u(x;y) et ¥ (2';y’) deux vecteurs du plan. Le produit scalaire de @ et ¥ est
le nombre réel zx’ + yy', et on écrit :

w0 =z’ + gy’

Propriété 4.2. Soit @(x;y) et U (2;y') deux vecteurs du plan. les vecteurs @ et ¥ sont orthogonaux
ST 0

si et seulement si @.0' = 0, c’est a dire :

zz' +yy =0

Exemple 4.1. 1. Montrer que les vecteurs @(5;3) et ©(2; —1) sont orthogonaux.

2. Déterminer les valeurs du réel m, sachant que les vecteurs @(2 — m;0) et ¥(4m; —6) sont
orthogonaux.

4.1.2 Norme d’un vecteur

Propriété 4.3. 1. Soit @(x;y) un vecteur du plan. Le norme de 4 est :

2. Soit A(za;ya) et B(xp;yp) deux points du plan. la distance AB est :

AB =/(z5 — 24)* + (B — ya)® = \/(za — 75)* + (ya — yB)°
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Chapitre 4 — Produit scalaire dans le plan

Exemple 4.2. Soit A(—3;—1), B(1;—1) et C(—3;3) trois points du plan.

—
1. Déterminer les coordonnées des vecteurs BA et zﬁ .

2. Déduire que ABC' est un triangle rectangle isocele en A.

4.1.3 Expressions des cosinus et sinus

Propriété 4.4. Soit u(a;b) et U(c;d) deux vecteurs non nuls du plan et § une mesure d’angle
orienté (i, v).

1. cos(f) = u-v ac+bd
' @l x 19 Va+ b x vV +d?®
2. sin(6) = det(u,v) ad — be

< Il Va? + 82 x Ve + a2

1
Remarque. L’aire du triangle ABC est donnée par : Sapc = 5AB x AC' x sin(ﬁ, 1@) =

%|det(ﬂ§,@)|.

Exemple 4.3. Soit A(—2;0), B(1;1) et C(2; —2) trois points du plan.

1. Calculer cos(/ﬁ , /ﬁ) et sin(ﬁ , ﬁ) En déduire une mesure d’angle orienté (E , B)
2. Calculer laire du triangle ABC.

4.1.4 Inégalités usuelles

Propriété 4.5. Soit i(a;b) et ¥(c; d) deux vecteurs non nuls du plan, on a :

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz :

|@.7] < ||@|| x ||7]]  ou encore |ac 4 bd| < Va2 + b2 x /2 + d?

2. Inégalité triangulaire :
@ + & < ||| + ||7]] ¢ est adire /(a+c)2+ (b+d)2 < Va2 +b2 x V2 +d?

Exemple 4.4. 1. Soit u(a;1) et ¥(1;/a) deux les vecteurs du plan, ot @ un réel positif.

a. Montrer que : a +va < va+1 x Va2 + 1.
b. Déduire que : a + /a < (a+ 1) (a® +1).

2. Soit A, B et C' trois points du plan. Montrer que : AC < AB + BC.

4.2 Applications du produit scalaire
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4.2 Applications du produit scalaire

4.2.1 Equation cartésienne d’une droite de vecteur normal donné

Définition 4.1. Un vecteur 7 non nul est dit normal a une droite (D) s’il est orthogonal a tout
vecteur directeur @ de la droite (D).

Propriété 4.6. Soient 7i(a;b) un vecteur non nul et A (x4;y4) un point du plan.

—
1. lensemble des points M (z;y) du plan tels que AM -7 = 0 est la droite (D) de vecteur
normal 77 passant per le point A, d’équation cartésienne de la forme :

a(x—x4)+b(y—ya)=0

2. Une équation de la forme ax + by + ¢ = 0, ol ¢ un réel, est celle d’une droite de vecteur
normal 7i(a; b).

Remarque.

1. Soit M (z;y) un point du plan.

MeD)sa(r—za)+by—ya)=0
< ax + by — (axa +bya) =0
Sar+by+c=0 avecc=—(axa+bya)

2. Si (D) une droite d’équation az + by + ¢ = 0, alors le vecteur u(—b;a) est un vecteur
directeur de (D).

Exemple 4.5. Soit A(—1;—1) et B(3;1) deux points du plan et (D) la médiatrice du [AB].
Déterminer une équation cartésienne de la droite (D).

Propriété 4.7. Soit (D) la droite de vecteur normal nj et (Ds) la droite de vecteur normal n3.
Les droites (D) et (Dy) sont perpendiculaires si et seulement si 721 - nj = 0.

Remarque. Pour montrer que deux droites sont perpendiculaires on peut utiliser le produit
scalaire des vecteurs directeurs.

Exemple 4.6. Soit les trois droites (D1) : —2x +y —3 = —0,(D2) : mx —y = 0 et (Ds) :
—4dx+2y+5=0

1. Déterminer la valeur du m, sachant que (D;) et (D) sont perpendiculaires.

2. Monter que (D;) et (D3) sont paralléles.

4.2.2 Distance d’un point a une droite
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Chapitre 4 — Produit scalaire dans le plan

Propriété 4.8. La distance d’un point A (x4;y4) a une droite (D) d’équation ax + by +c¢ =10
est donné par :

_aza +bya + ¢

d(4, (D)) = AT

Exemple 4.7. Soit (D) la droite d’équation x — 2y +1 = 0.
1. Calculer la distance du point A(2; —1) a (D). En déduire que A ¢ (D).
2. Calculer la distance du point B(3;2) a (D). En déduire que B € (D).

4.2.3 Equation d’un cercle de centre et rayon donnés

Propriété 4.9. Soit ( C') un cercle de centre Q(a; ) et de rayon R. Une équation cartésienne
du ( C) est donnée par :

@-0+@-p7=F

M(z,y)

Y
v

.

Exemple 4.8. 1. Donner une équation du cercle (C') de centre ©(0;0) et de rayon v/2.

2. Montrer que I’équation 22 + y? + 4z — 21/5y + 6 = 0 est équation cartésienne du cercle
(C) de centre 2(—2;+/5) et de rayon /3.

4.2.4 Equation d’un cercle de diamétre donné
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4.3 Représentation paramétrique d’un cercle

Propriété 4.10. Soit A (z4;y4) et B (zp;yp) deux points distincts du plan . L’ensemble des

points M (z;y) du plan tels que M A - MB = 0 est le cercle (C) de diameétre [AB], d’équation
cartésienne de la forme :

(—za)(@—2B)+ (y—ya)(y —ys) =0
Le triangle AM B est rectangle en M.

A(za,y4) Mz, y)

B(xs,yB)

<.

Y
Y

Exemple 4.9. Soit A(10;4) et B(0;4) deux points du plan et (C) un cercle de diameétre [AB].

1. Déterminer le centre et le rayon du (C).

2. Donner une équation cartésienne du cercle (C).

4.3 Représentation paramétrique d’un cercle

Propriété 4.11. Soit (C) un cercle de centre Q(a; 8) et de rayon R.
On appelle représentation paramétrique du cercle (C) le systéeme d’équation de la forme :

{x:a—i-Rcos(t) /teR

y = [+ Rsin(t)

Exemple 4.10. Soit (C) une cercle de centre Q(0;1) et de rayon R = /5.

1. Donner une représentation paramétrique du (C).

2. Déduire une équation cartésienne du cercle (C').
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Chapitre 4 — Produit scalaire dans le plan

4.3.1 Etude de I’ensemble {M(z;y)/2? + > + ax + by + ¢ = 0}

Propriété 4.12. Soit (E) I'ensemble des points M (x;y) du plan vérifiant 22 +y?+ax+by-+c = 0,
ou a, b et ¢ sont des réels.
On pose k = a? + b* — 4c :

1. Si k < 0, alors 'ensemble (E) est vide : (E) = @
b
2. Si k =0, alors 'ensemble (E) est un singleton : (E) = {(—g; ——) }

b k
3. Si k > 0, alors ’ensemble (E) est un cercle de centre ) <—g; —§> et de rayon R = \/T_

Exemple 4.11. Etudier la nature des ensembles suivants :
1. (B1) = {M(z;y)/z®> +y*> +4z -2y +5=0}.
2. (Bp) = {M(z;y)/2* +y* —y+1=0}.
3. (BE3) = {M(z;y)/2* + y* — 22 — 6y = 0}.

4.3.2 Positions relatives d’une droite et d’un cercle

Propriété 4.13. Soit (D) une droite et (C') un cercle de centre Q et de rayon R.
1. Sid(Q, (D)) > R, alors (D) est extérieur au cercle (C).
2. Sid(, (D)) = R, alors (D) est tangente au cercle (C).
3. Sid(€, (D)) < R, alors (D) est sécante au cercle (C).

(D)
(D)

d(Q, (D)) =R dQ, (D)) < R

Remarque.
1. Si d(2, (D)) = R, alors (D) et (C) ont un seul point commun.
2. Sid(9, (D)) < R, alors (D) et (C') ont deux points communs
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4.3 Représentation paramétrique d’un cercle

Exemple 4.12. Etudier I'intersection de la droite (D) et le cercle (C) dans chacun des cas
suivants :

1. (D):y=2 et (C):z?+(y—4)2=38
2. (D):z+y+5=0et (C):(z+1)2+(y—-1)2=2
3. D):y=+v2z (C): 22 +y?+32+3y+9=0

4.3.3 Equation de tangente & un cercle en un point

Propriété 4.14. Soit (C) un cercle de centre € et 1_4—L_1>Il point de (C).
L’ensemble des points M (x;y) du plan tels que AM - m = ( est la droite tangente au cercle
(C) en A.

Remarque. Soit (") une tangente a (C') de centre Q(«a; 5) en A (x4;ya), on a :
M(z;y) € (T) s AM - AG =0
<= (z—z4)(a—x4)+ (u—ua)(B—ua)=0

Ce qui détermine une équation de (7).

Exemple 4.13. Soit (C) le cercle d’équation cartésienne 22 + y? — x — 2y = 0.
1. Vérifier que le point A(1;2) appartient a (C).
2. Donner une équation cartésienne de (7') la tangente a (C) en A.
Ce qui détermine une équation de (7).

Exemple 4.14. Soit (C) le cercle d’équation cartésienne 22 + y? — x — 2y = 0.

1. Vérifier que le point A(1;2) appartient a (C).

2. Donner une équation cartésienne de (7') la tangente a (C) en A.
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