SUPPORT DE COURS

Les Ensembles

1 BAC Sciences mathématiques

Lycée Moulay Ali cherif

Enseignant

Dr : CHOKRI NOUAR

www.chokrinouar.com




Table des matieres

2 Les ENSembles ...ttt ettt e e
2.1 Détermination d’un ensemble. . . ... ...
2.1.1  Approche —vocabulaire . . . . ... ... .
2.2 L’inclusion — double inclusion — ensemble des parties............ ... ...........
2.2.1  DL’inclusion — double Inclusion . . . ... ... ...
2.2.2  Ensemble des parties d’'un ensemble . . . .. ... L L
2.3 Opérations sur les ensembles . . ... ...
2.3.1 Intersection de deux ensembles. . . . . . ..
2.3.2  LIUniOn. . . . e
2.3.3 Loisde De Morgan . .. ... ...
2.3.4  Partie complémentaire. . . . . ... .. ...
2.3.5 La différence de deux ensembles. . . .. ...
2.3.6  La différence symétrique . .. .. ... .
2.3.7 Produit cartésien de deux ensembles. . . . ...
2.4 Série d’exercices avec COTTECHION. . . v v v vttt et e e e e e e e e e

2.5 SErie d’eXEICICES . o v v v e

www.chokrinouar.com


https://www.chokrinouar.com

CHAPITRE 2

Les Ensembles

2.1 Détermination d’un ensemble
2.1.1 Approche — vocabulaire

Activité 1

Soit ’ensemble D4 des diviseurs positifs du nombre 4.
Question : écrire cet ensemble de deux fagons différentes.

— Premiere fagon : Dy = {1,2,4}. On dit que Dy est écrit en extension (écriture en
extension).

— Deuxiéme fagon : Dy = {d € N | d divise 4}. On dit que Dy est écrit en compréhension
(écriture en compréhension).

Certains ensembles peuvent étre représentés de la maniére suivante : chaque élément de cet
ensemble est écrit dans un endroit, et a c6té de lui on met le symbole X ou e, puis on relie
tous les éléments par une ligne, et a ’extérieur on écrit le symbole de I’ensemble (dans cet
exemple Dy). La figure obtenue s’appelle le diagramme de Venn.

Exemple 2.1. Soit :
H={(m,n) €Z? | mn+2—3n="}

Ecrire Pensemble H en extension. Solution : Soit (m,n) € Z2. On a :

mn+2—-3n=7 < mn—3n=>5
< n(m—3) =5.

Donc les possibilités sont

n=3> n= -5 n=1 =l
m—3=1 " m—3=-1 U m—3= C Y m—-3=—s.
Ainsi

H= {(8’ 1)7 (_27 _1)7 (47 5)7 (27 _5)}

Exercice 2.1. Exercice d’application.

1. Ecrire les ensembles suivants en compréhension : F =] —5,5[et A=1{0,2,4,6,...}.
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Chapitre 2 — Les Ensembles

2. Fcrire les ensembles suivants en extension :
B={deN|3keN 20=kxd} et C={peZ]|(p—3)(2p—>5) =0}

Solution :

2.2 L’inclusion — double inclusion — ensemble des parties
2.2.1 L’inclusion — double inclusion

L’inclusion

Définition 2.2.1. On dit qu'un ensemble A est inclus dans un ensemble B si et seulement si
tout élément x de A est aussi un élément de B. On note A C B.

Remarque.
ACB < (r€A=2x€B).

Exemple 2.2. Soient les ensembles F = {0,2,3,4,5,6,7,9,13} et A = {4,5,7,9}. Donner le
diagramme de Venn de A et F.

Egalité de deux ensembles (ou double inclusion)

Définition 2.2.2. On dit que deux ensembles sont égaux si et seulement si A C B et B C A.

Remarque.
— A=B <= (ACBet BCA);
— A=B < (r€ A < z€B).

Exemple 2.3. Soient les ensembles F' =|0,1[ et E = {% |z eR, z> 1}. Démontrer que
E=F.

Solution : On montre que £ C F. Soit y € F, alors y = % et x > 1. Donc z > 0 et
1 <1, dot0<1<1,donc0<y<1. Ainsi EC F.

On montre que F' C E. Soit y € F, alors 0 < y < 1. On pose y = % ; on obtient z > 1 et
W) = %, donc y € E. Ainsi F' C E. Par suite £ = F.
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2.3 Opérations sur les ensembles

2.2.2 Ensemble des parties d’un ensemble

Activité 2

Soit I'ensemble E = {1,2,3}. Donner toutes les parties de E.
Les parties de E sont : @, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} et {1,2,3}.

Définition 2.2.3. Soit £ un ensemble. Toutes les parties de E constituent un ensemble,
appelé ensemble des parties d'un ensemble E, et sera noté P(F).

Remarque.
— AeP(E) < ACE;
— Les éléments de P(E) sont « sous forme des ensembles » ;
— Si E = @, alors P(E) = {@};

— Le nombre d’éléments de 1'ensemble des parties P(E) est 2nombre d'éléments de £,

Exemple 2.4. Ecrire en extension P(E) pour les ensembles suivants : F = {2}; E = {@};
E=1{1,2}; E={{1,2}}.
Solution :

L P({2}) = {2, {2}};

2. P({2}) = {2, {9}};

3. P({lv 2}) = {Qv {1}7 {2}7 {17 2}} )

4. P({{1,2}}) = {2, {{1,2}}}.

2.3 Opérations sur les ensembles

2.3.1 Intersection de deux ensembles

Définition 2.3.1. Soient A et B deux ensembles. Les éléments communs de A et B constituent
I’ensemble noté A N B, appelé intersection de A et B. Donc :

ANB={z|z € Aetz € B}.

Remarque.
r€ANB < (rc€AetzeB).

Exemple 2.5. Soient A ={1,2,3,4,5,6} et B ={—1,2,4,6,44,50}. Alors AN B = {2,4,6}.

Exercice 2.2. Exercice d’application.
Soit A= {p € Z|2<|p|] <5}. Déterminer AN] — o0, 3.
Solution :
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Propriété 2.3.1. Soient A, B et C trois ensembles.
— AN@g=Tet ANA=A,;
— ANBCAet ANBC B;
— AN B = BN A (Uintersection est commutative) ;
— (ANB)NC=AnNn(BNC)=AnNnBnNC (intersection est associative).

Démonstration : Démontrons que (ANB)NC =AN(BNC).

r€(ANB)NC <= z€ ANBetxecC
< (r€AetzeB)etxel
< zcAet(xeBetxel)
<~ ze AN (BNQO).

Conclusion : (ANB)NC =ANn(BNC).

2.3.2 L’union

Définition 2.3.2. Soient A et B deux ensembles. Les éléments qui appartiennent & A ou a
B constituent I’ensemble noté A U B, appelé union de A et B. Donc :

AUB={z|z € Aouzec B}.

Remarque.
r€AUB < (zx€ Aoux € B).

Exemple 2.6. Soient A = {1,2,3,4,5,6} et B={-1,2,4,6,44,50}. Alors

AUB = {-1,1,2,3,4,5,6,44, 50}.

Propriété 2.3.2. Soient A, B et C trois ensembles.
— AUg=Aet AUA=A;
— AC(AUB)et BC (AUB);
— ACB < AUB=B,;

— l’'union est commutative : AUB = BU A;
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2.3 Opérations sur les ensembles

— D’union est associative : (AUB)UC =AU (BUC)=AUBUC;

— D'union est distributive sur l'intersection : AU (BNC) = (AUB)N(AUC) et
(BNC)UA=(BUA)N(CUA).

Exercice 2.3. Exercice d’application.
Démontrer que l'intersection est distributive sur I'union.
Solution : On montre que AN (BUC)=(ANB)U(ANC).

r€AN(BUC) < z€Aetze BUC
< z€Aet(x€Bouxel)
< (x€AetxeB)ou(zeAdetxel)
<— ze€(ANB)U(ANCO).

Conclusion 1 : AN (BUC)=(ANB)U(ANC).
On montre ensuite (BUC)NA = (BN A)U(CNA) en utilisant la commutativité de N et
la conclusion 1. Conclusion : 'intersection est distributive sur 'union.

2.3.3 Lois de De Morgan
Soient A et B des parties d’un ensemble F :

I
h
C
wa]]

AUB=ANB, ANB

Démonstration :

r€AUB <= ¢ AUB
< r¢Aectz ¢ B
— rc ANB,

et

— ¢ ANB
< x¢Aoux ¢ B
< r€ AUB.
2.3.4 Partie complémentaire

Définition 2.3.3. Soit A une partie d’'un ensemble F (c’est-a-dire A C E). L’ensemble B
qui contient tous les éléments de I qui n’appartiennent pas a la partie A s’appelle la partie
complémentaire de A dans E, et on note B = C’é ou B = A. Donc :

B=Ch={zecE|x¢A}

Remarque.
—2€Cf < (zcEetzx¢A);
— €A = z¢ A
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Exemple 2.7. Soient £ = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} et A = {1,2,4,8}. On a A C E, d’ou
C4 ={3,5,6,7,9}. De plus C) = Z* et C’H[Rl’?’] =] — 00, 1[U]3, +00].

Propriété 2.3.3. Soit £ un ensemble.
— C%:Eeth:@;
= CA
— A=A, cest-a-dire Cp" = A;
— ANA=get AUA=E;
— ANB=AUBet AUB=ANB.

A A
Démonstration : Démontrons CgE = A. Soit z € CgE. Alors z ¢ C#, donc x € A. Ainsi
A
Cp* = A.
Démontrons AUB = ANB. On a:

r€AUB < zc€FEeta¢d AUB < zcFEet(x¢Actax¢ B) «— xc ANDB.
Démontrons Ca"P = C4 U CB. Soit € CA"B. Alors
t¢ ANB < z¢Aouxz ¢ B «— zcChUCE.

Ainsi C’émB = C'é U C'g.

Exercice 2.4. Exercice 1.

Montrer que :
A\ (BNnC)=(A\B)U(A\QO).

Solution : On utilise la définition A\ X = AN Cx. Ainsi

A\ (BNC)=AnCE®
=An(cEucy)
=AncEuEncy
= (A\B)U(A\C).

2.3.5 La différence de deux ensembles

Définition 2.3.4. Soient A et B deux ensembles. Les éléments qui appartiennent a A et qui
n’appartiennent pas a B constituent I’ensemble noté A \ B, appelé différence de I’ensemble
A et 'ensemble B (l'ordre est important). Donc :

A\B={z|z€ Aet z ¢ B}.

Remarque.
r€A\B < (z€Aetz¢B).

Exemple 2.8. Soient A ={1,2,3,4,5,6} et B ={—1,2,4,6,44,50}. Les éléments exclusifs
de chaque ensemble donnent les deux différences.
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2.3 Opérations sur les ensembles

Exercice 2.5. Exercice 2.
Déterminer A\ B puis B\ Aavec: A=Zet B=N"; A=Ret B=][1,5].
Solution : Premier cas: A =Z, B=N*={1,2,3,...}. Alors A\B=7Z_={...,-3,-2,—1,0}
et B\ A= car N* C Z.
Deuxiéme cas : A =R, B = [1,5[. Alors A\ B =] — o0, 1[U[5, +oo[ et B\ A = & car [1,5[C R.

2.3.6 La différence symétrique

Définition 2.3.5. Soient A et B deux ensembles. La différence symétrique de A et B est
I’ensemble noté AAB tel que :

AAB = (A\ B)U(B\ A).

Donc :
AAB={z|(rcAetx ¢ B)ou (zr € Betx ¢ A)}.

Exemple 2.9. Soient A ={1,2,3,4,5,6} et B ={-1,2,4,6,10,44,50}. On représente AN B
et AAB par un diagramme de Venn. On a AAB = {1,3,5,—1,10,44,50} et ANB = {2,4,6}.

Propriété 2.3.4. — AAB=(AUB)\(ANDB);
— AAB = BAA;
— (AAB)AC = CA(AAB);
 AAG=A:

— (AAB)NC =(ANnC)A(BNC).

Démonstration :

1. Montrons que AAB = (AU B) \ (AN B). On rappelle que AAB = (A\ B)U (B \ A). Par
les lois de De Morgan et la distributivité, on retrouve (A \ B) U (B '\ A).

2. Montrons que AAB = BAA: AAB=(A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\ B)=BAA.

3. Montrons que (AAB)AC = CA(AAB). Cela découle de la commutativité de la différence
symétrique.

4. Montrons que AAG=A: (A\@)U(@\A)=AUg =A.

5. Montrons que (AAB)NC = (ANC)A(BNC). En développant la différence symétrique et
en distribuant NC, on obtient le résultat.

2.3.7 Produit cartésien de deux ensembles

Définition 2.3.6. Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B est ’ensemble
noté A x B qui est constitué de tous les couples (z,y) tels que x € A et y € B. Donc :

AxB={(z,y) |z € Aet y € B}.

Remarque.
— (z,y) € AXB <= (x€Aetye B);
— EXg0=0xFE=0,
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— A X B # B x A en général ;
— si A= DB, onnote A x A= A?;
— BxA={(z,y) |z € Betyec A}

Exemple 2.10. Soient A = {1,2} et B ={a,b,c}. On a:

Ax B={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}.

Exercice 2.6. Exercice d’application.
1. Ecrire en extension E x F ou E = {1,2} et F = {1,2,3}.
2. Soient A C E et BC F. Montrer que (ACEet BCF)=AxBCEXF.

Solution :

Généralisation :

1. Soient E, Es, E5 trois ensembles. Si x1 € Fy, x9 € Ey et x3 € E3, 'écriture (1, z2,x3)
s’appelle le triplet et est un élément de Fq x Ey x E3. De plus :

E\ x Ey x B3 ={(x,y,2) | x € Ey, y € Ea, z € E3}.

2. On considere les ensembles E; aveci € {1,2,3,...,n}. Le produit cartésien de E1, Eo, ..., E,
dans cet ordre est noté Fq X Fy X - -- x E,, ou encore H?:l E;. Ses éléments sont les n-uplets
(x1,x2,...,2,) avec x; € E;.

Remarque. Cas particulier : si By = Fo=---=FE, = F,onnote E; X --- X E, = E"™. En

particulier R x R x R = R3, donc (v/2,—5,7) € R3.

2.4 Série d’exercices avec correction

Exercice 2.7. Exercice 3.
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2.4 Série d’exercices avec correction

On considere 'ensemble

1
A:{er|2xileZ}.

Ecrire ’ensemble A en extension.

Solution : Soit x € Z. Si x € A, alors 2:;;1 € Z. Comme gﬁﬁ =1+ 2;“, on obtient
2x+1 € Z, donc 2z + 1 divise 1. Ainsi 2z +1=1ou2zx+ 1= —1,donc z =0 ou x = —1.
Réciproquement, pour x = 0 et x = —1, la fraction est entiere. Donc

A={-1,0}

Exercice 2.8. Exercice 4.
On considere les ensembles

3 2 3
A:{$€Z||x—1|<2}, B:{:BEN| m;_ §4}.

Déterminer en extension AN B et AU B.
Solution : [z — 1| <2 = -3 <2-1<3 < —1<a2<3 doncd=1{012} Et
2”2—+3§4 — 20 +3<8 < xﬁ%,doncB:{O,l 2}. Ainsi

AUB={0,1,2} et AnB=1{0,1,2}.

Exercice 2.9. Exercice 5.

On considere
2 1 4
A:{”Z ynez}, B:{Sm;L |m€Z}.

Montrer que AN B =@ et BNN #£ @&.

Solution : Supposons par I'absurde AN B # @. 1l existe (n,m) € Z2 tel que 2”“ = 5m+4,
donc 6n + 3 = 20m + 16, soit 3n — 10m = 13 ¢ 7, contradiction. Donc AN B = @ De plus
3eBpourm=1et3eN, doncBﬁN#@

Exercice 2.10. Exercice 6.
Soient A, B, C trois parties d’'un ensemble E. Montrer que

ANB=ANC
AUB:AUC}:B_G

Solution : Supposons les deux égalités. Soit x € B. Comme x € AUB=AUC,onaz € A
ouzx eC.Six ¢ C,alorsx € A, doncz e ANB=ANC, dou x € C, contradiction. Ainsi
B C C. Par un raisonnement symétrique, C' C B. Donc B = C.

Exercice 2.11. Exercice 7.
Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Montrer que

A=B < ANnB=AUB.
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Solution : Si A = B, alors AN B = A= AU B. Réciproquement, si AN B = AU B, pour
re€A onare AUB=ANB,doncx e B:ACB. Deméme B C A. Donc A= B.

2.5 Série d’exercices

Exercice 2.12. Exercice 1.
On considére A = {(n,n?) | n € N} et B = {(2n,n) | n € N}. Déterminer AN B.

Exercice 2.13. Exercice 2.

On considére A = {% + 27 | k GZ} et B = {%—F%T” | k € Z}. Montrer que ANB = &.

Exercice 2.14. Exercice 3.
Décrire P(P({a})) ot a désigne un élément.

Exercice 2.15. Exercice 4.
Soient A, B,C, D des parties de E. Montrer que

(B\C)UA=E

(C\D)UA=EF }:>(B\D)CA.

Exercice 2.16. Exercice 5.
Etant donné A et B deux parties de F, justifier :

Ca\CB=B\A.

Exercice 2.17. Exercice 6.
Etant donné A, B, C trois parties de F/, montrer que :

1. AAB =ANC <— B=C;
2. A\B=A < B\ A=B;
3. AAB=ANB=A=B=0.

Exercice 2.18. Exercice 7.
Soient A et B deux parties de E. Discuter et résoudre 1’équation A U X = B d’inconnue
X e P(E).

Exercice 2.19. Exercice 8.
Soient A et B deux parties de E. Discuter et résoudre 1’équation A N X = B d’inconnue
X e P(E).
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2.5 Série d’exercices

Exercice 2.20. Exercice 9.
Soient A et B deux parties de E.

1. Montrer que A C B si et seulement si P(A) C P(B).
2. Montrer que P(ANB) C P(A)NP(B) et que P(A) UP(B) C P(AUB).
3. Montrer que si P(AU B) C P(A)UP(B) alors (A C Bou B C A).

Exercice 2.21. Exercice 10.
Soient F et F' deux ensembles, A et B deux parties de E, C' et D deux parties de F.

1. Montrer que (AN B) x (CND)=(AxC)n (B x D).
2. Montrer que (AUB) x C = (Ax C)U (B x C).

Exercice 2.22. Exercice 11.
Soient F et F' deux ensembles. A est une partie de E et B est une partie de F.

1. Montrer que Cf x CE c X,

2. Montrer que CpxB = Ex CEUCH x F.

Exercice 2.23. Exercice 12.
Etant donné A, B, C trois parties de E, montrer que :

1. A=(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC);
2. (AUB)N(BUC)N(CUA) = (ANB)U(BNC)U(CNA);
3. ANB=ANC < ANnB=ANC.
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